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Funzioni iperboliche 
 
 
 
 
11.1 Le funzioni iperboliche: definizioni e grafici 
 
 Le funzioni iperboliche sono particolari combinazioni di xe  e di xe− . Hanno 
numerose applicazioni nel campo dell’ingegneria e si presentano in modo del tutto 
naturale in molti problemi matematici. Risulterà evidente che le funzioni iperboliche 
hanno molte proprietà in comune con le funzioni circolari: questa analogia si riflette 
nei nomi delle funzioni iperboliche. 
 Il seno iperbolico e il coseno iperbolico, indicate, rispettivamente, coi simboli 
senh e cosh, sono definite nel modo seguente: 
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 Il grafico di xx eex −+=
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1cosh  può essere ottenuto disegnando separatamente 
il grafico di xe
2
1  e di xe−
2
1  e quindi sommando, per ciascuna x, le ordinate dei due 
punti di ascissa x su tali grafici (fig. 11.2). Questa tecnica per ottenere i grafici, detta 
“somma delle ordinate”, può essere usata anche per tracciare il grafico di 
xx eex −−=
2
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2
1sen  (fig. 11.1). 
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Fig. 11.2 
 
 
 
Le funzioni iperboliche tangente iperbolica e cotangente iperbolica, si 
definiscono in termini di sinhx e coshx nel modo seguente: 
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 I grafici di tali funzioni sono riportati nelle figure 11.3, 11.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 11.3 
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11.2 Le proprietà delle funzioni iperboliche 
 
 Le funzioni iperboliche soddisfano varie identità simili a quelle delle funzioni 
circolari: 
(11.7)   1senhcosh 22 =− xx  
(11.8)   xx 22 hsectgh1 =−  
(11.9)   xx 22 cosech1gcot =−  
(11.10)  ( ) yxyxyx senhcoshcoshsenhsenh +=+  
(11.11)  ( ) yxyxosyx senhsenhcoshhccosh +=+ . 
Per dimostrare la (11.7) si fattorizza il primo membro dell’uguaglianza e si 
utilizzano la (11.1) e la (11.2) come segue: 
( )( ) 1senhcoshsenhcoshsenhcosh 22 =⋅=−+=− −xx eexxxxxx . 
Dividendo poi entrambi i membri della (11.7) per cosh2x ed applicando la (11.3) e la 
(11.5) si ottiene la (11.8). 
Analogamente, dividendo entrambi i membri della (11.7) per senh2x ed applicando 
la (11.4) e la (11.6) si ottiene la (11.9). 
La (11.10) e la (11.11) sono più semplici da dimostrare delle corrispondenti identità 
relative alle funzioni circolari. Ad esempio, per mostrare la (11.10), basta utilizzare 
le relazioni: 
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 In modo analogo si procede per mostrare la (11.11). 
 Dalle (11.10) e (11.11), ponendo x = y, si ottengono le seguenti identità, 
analoghe alle formule goniometriche di duplicazione: 
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 Valgono inoltre le seguenti: 
(11.13)  ( ) xx coshcosh =−  
(11.14)  ( ) xx senhsenh −=−  
(11.15)  
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( ) yxyxyx
yxyxyx
senhsenhcoshcoshcosh
senhcoshcoshsenhsenh
−=−
−=−
 
Si noti che la (11.13) esprime il fatto che y = coshx è una funzione pari, mentre la 
(11.14) che la funzione y = senhx è dispari1. 
 
 Osserviamo infine che, così come le funzioni circolari sono così chiamate per la 
loro relazione con la circonferenza unitaria di equazione: 
   122 =+ yx , 
la denominazione di funzioni iperboliche deriva dalla loro analoga relazione con la 
curva: 
   122 =− yx  
detta iperbole unitaria. Infatti, ponendo nella (11.7) 
                                                
1 Per le definizioni di funzione pari e di funzione dispari si veda il capitolo 1. 
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si ottiene proprio l’equazione di un’iperbole unitaria. 
 
 
 
 11.3 Funzioni iperboliche inverse2 
 
L’interesse principale per queste funzioni risiede nella loro utilità per ricavare 
alcune formule di integrazione. 
Poiché la funzione seno iperbolico è strettamente crescente3 nell’intervallo 
] [+∞∞− , ,  come il lettore può facilmente controllare facendo riferimento alla fig. 
11.1, segue che senhx è iniettiva oltre che suriettiva in tale intervallo e, quindi 
biunivoca, cioè invertibile4. La sua funzione inversa viene detta arcoseno iperbolico 
e indicata col simbolo xarcsenh . 
 Si ha quindi, per quanto enunciato nel capitolo 1 sulla composizione di funzioni 
inverse: 
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 Inoltre  xy senh= e yx arcsenh= sono espressioni equivalenti. 
Per quanto spiegato nel capitolo 1 sui grafici di due funzioni l’una inversa dell’altra, 
per ottenere il grafico di xy arcsenh= , il lettore dovrà semplicemente applicare la 
simmetria assiale rispetto alla bisettrice del 1° e 3° quadrante al grafico di 
xy senh= (fig. 11.1). 
 Poiché si può esprimere xsenh in termini di xe , si intuisce la possibilità di 
esprimere xarcsenh in termini del logaritmo naturale. Infatti, scrivendo 
xy arcsenh=  nella forma equivalente 
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yy eeyx
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per cui 
   02 =−− −yy exe  
ossia, moltiplicando per ye : 
   0122 =−− yy xee . 
                                                
2 Per la definizione di funzione inversa si veda il capitolo 1. 
3 Una funzione si dice strettamente crescente quando all’aumentare dell’ascissa 
aumenta anche l’ordinata. Ciò può essere così formalizzato: 
f è strettamente crescente ( ) ( )2121 xfxfxx >⇒>⇔  
4 Per la nozione di invertibilità di una funzione si veda il capitolo 1. 
Applicando la formula di risoluzione delle equazioni di secondo grado si ottiene: 
   1
2
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= xxxxe y . 
Visto  che ye >0, la soluzione col segno meno deve essere scartata (infatti 
012 <+− xx ). 
Applicando il logaritmo naturale ad entrambi i membri di  
   12 ++= xxe y  
si ottiene 
   ⎟
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⎛ ++= 1ln 2xxy  
ossia 
   ⎟
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⎝
⎛ ++= 1lnarcsenh 2xxx . 
Quest’ultima formula ed una tavola di logaritmi naturali si possono utilizzare per 
valutare xarcsenh . Il lettore avrà modo di rendersi conto dell’utilità della formula 
quando dovrà esprimere derivate di funzioni contenenti il seno iperbolico o 
primitive che coinvolgono tale funzione. 
 La funzione coshx non è iniettiva (si faccia riferimento al grafico riportato in fig. 
11.2), per cui risulta invertibile solo se si restringe il suo dominio R ai reali non 
negativi: ossia considerando: 
   y = coshx, x ∈ R, x ≥ 0. 
In questo caso esiste la funzione inversa  denotata con y = arccoshx, detta 
“arcocoseno iperbolico”, che verifica le seguenti: 
   ( ) 0        , coshharccos ≥∀= xxxx  
   ( ) 1           , harccoscosh ≥∀= xxx  
   yxxy harccoscosh =⇔= . 
In modo analogo a quanto visto per  xarcsenh , si deduce la seguente identità che 
risulterà utile al lettore per l’espressine di derivate di funzioni espresse in termini di 
coseno iperbolico e di primitive  che contengono la medesima funzione: 
   1  1lnarccos 2 >∀⎟
⎠
⎞⎜
⎝
⎛ −+= xxxhx  . 
    
 
 
